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Introducdo a teoria das filas

Existem problemas em engenharia elétrica que correspondem a situagdo
em que vdrios usudrios de um servigo demandam este servigo de modo
aleatorio.

Além disso, o tempo requerido para a prestacdo deste servigo é também
aleatdrio.

Estes problemas sdo modelados probabilisticamente através da teoria
das filas.

Quando um usudrio chega a um sistema em que todos os servidores
estdo ocupados, ele pode esperar em uma fila até que seja servido.



RIO

o O modelos probabilistico usado em teoria das filas € ilustrado por

Km »  Servidor 1
> »  Servidor 2 >
fila
»  Servidor n

o Vdrias disciplinas podem ser usadas para a sele¢do do préximo usudrio a
ser servido.

o Dentre as disciplinas existem:

o A FCFS (First Come-First Served), que serve primeiro quem chegou primeiro.

o A FIFO (First In-First Out), que considera apenas 1 servidor.



o Os elementos bdsicos de um sistema de filas sdo:

O processo estocdstico que caracteriza as chegadas dos usudrios.
A duracgdo y do servico.

O ndmero m de servidores.

O ndmero maximo K de usudrios simultaneamente no sistema (na fila ou em
servico).
o O ndmero de usudrios M.

o O O O

o A representacdo compacta destes elementos foi proposta por Kendall e
consiste na nhotagdo:

A/B/m /K /M

em que A e B correspondem a distribuicdo estatistica do tempo entre
chegadas e a distribui¢do estatistica da duragdo de servigo, respectivamente.



Exemplo 1

Quais sdo os pardmetros de um sistema de filas descrito pela notagdo
M/M/1 /5 /100 ?

Soluc¢do:

A notagdo de Kendall em questdo designa um sistema de filas com M = 100
usudrios, m =1 servidor, distribuicdo exponencial para o tempo entre
chegadas (M) e duragdo do servigo (M), e K = 5 usudrios na fila.



Parametros de um sistema de filas

o Ndmero médio de chegadas por unidade de tempo:

A, (usudrios por unidade de tempo)

em que em caso de um modelo de Poisson caracteriza completamente o
processo.

o Duragdo média do servigo:

I (unidade de tempo)
o Intensidade do trdfego de entrada:

A =28 (Erlang)

em que para um sistema com m servidores, o trdafego A s6 poderd ser
escoado se
A=A <m



o Vazdo do sistema:

Ap

m )

emque 0 <S<1.

o Retardo (fempo entre a chegada e a saida do usudrio):

d =w +y, (unidade de tempo)
em que w € o tempo de espera na fila e y € o tempo de servigo.

o Usando valor esperado, tem-se o retardo médio:

E[d] = E[w] + E[y].
o Probabilidade de congestionamento em sistemas com perdas:
Fe



A. Processo de Poisson

o O processo n(t) que caracteriza o ndmero de usudrios que chegam ao
sistema em um intervalo [0, t) €, em geral, modelado como um processo de
Poisson.

o Este processo serd examinado como um caso particular de um processo
de nascimento e morte.

o Definigdo de um processo de nascimento e morte: considere um processo
estocdstico r(t) de pardmetro continuo e amplitudes discretas, que
assume valores no conjunto

0,1,2, ...}

o Os elementos deste conjunto caracterizam os estados do sistema.



o Um fungdo-amostra tipica deste processo é apresentada abaixo.

T-(t) A

Il HJ— |

ty t, t3 tg ti t

[
»

o Definem-se as probabilidades de estado como
pr () = P(r(t) = k)
e as probabilidades de transigdo

pri(A) = P(r(t +At) =j|r() =k), j,ke{01.2 ..}
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o Ser(t) éum processo de Markov entdos as probabilidades de estado e
transi¢do caracterizam o problema.

o Diz-se que r(t) é um processo de hascimento e morte quando

prj(At) = { At +0(At), j=k+1
Ut +o(At), j=k-1

em que 1, € a taxa de nascimentos quando o sistema estd no estado k, y; €
a taxa de mortes quando o sistema estd no estado k, sendo o(At) uma
quantidade tal que
. o(At)
lim =0
At—0 At
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o Em consequéncia, tem-se

Pri(At) = 1 — (A + pg)At + o(At)

o O diagrama de estados associado a este processo é apresentado abaixo.

o A 1,
H1 M2 Hj




o De acordo com o teorema de probabilidade total, pode-se escrever

pi(t + At) = Z pj(O)pjr(At)
7=0
o O resultado para k > 1 é dado por
P (t + At) = pr_1 (O Ak—1At + pr () (1 — (A + ) AL) + Prey1 (O 14t + 0(At)

dpy (t)
dt

= APr-1(t) — (A + ) or (t) + prt1Pr+1(E)



o Para k =0, tem-se

po(t + At) = po(t)(1 — ApAt) + py (D) At + 0(At)

d
p;ft) = —Aopo(t) + uy1p1(t)

o Parat grande, o sistema atinge o estado estaciondrio, o que resulta

lim P(r(t) = k) = tlim i (t) = Py, k=0,1,2,..

t—>oo

. dpg(t)
lim =

0
tooo dt




o As probabilidades em estado estaciondrio devem satisfazer

(A + )P = Ag—1Pr—1 + M1 Prrr, k21

A
P, =P
1 1 0

que sdo obtidas fazendo-se dp;(t) =0eB_

dat
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o""A solugdo das equagdes pode ser resolvida por indugdo e se escreve

Aoy o Ag_
p,=—1""lp k=12, ..,
HiH2 - Hg
ou sejaq,
k-1
A
P, =P01—[ , k=12,..
I=d Hi+1
o Como Yy ,P, =1 obtém-se de P, = P, [1¥ 1u/1 que a probabilidade de
+1

P, é dada por
o k-1

(-3
Fo Hi+1

o As relagdes acima nos permitem a solugdo de sistemas de filas
modelados por processos de hascimento e morte.
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Exemplo 2

Mostre que para um sistema de filas com taxas de nascimento e mortes
dadas por 1, = 1 e y, = u tem-se

-2



Solugdo:

Sabe-se que

e que por indugdo tem-se

Como Yp-o Py = 1 obtém-se

0 que resulta em

o 1
SEoPe=P—z=1e Py=1-(

Py

u

(-3

A

U

)



o Considere agora um processo de nascimento e morte n(t) com y; =
0,k=12,..,eAd =21, k=1.2,.., 0que caracteriza um processo de
nascimento puro com A em qualquer estado.

o Esse modelo de processo define um processo de Poisson ilustrado

Clb(]iXO. A [
n(t)
1 S

.

v
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o No caso de um processo de nascimento puro, fem-se as equagoes
diferenciais
dpo(t)
= —Apo(t
dt Po(t)
dpy (t)

- Apg—1(t) — Apg (t)

o A solugdo da 1? equagdo € dada por
po(t) = Ce™
o Parat =0 o sistema esta no estado O com probabilidade 1

po(t) = e M



o A solugdo da 2% equagdo é dada por

t

pr(t) = e~ j erpy_1(t)dt
0

e pode ser escrita como
(At)ke~2

P((t) = k) = pi(t) ===

o Como n(t) é um processo de Markov, os seus incrementos sdo
independentes.

o Além disso, como A é constante os incrementos sdo estaciondrios, ou
seja,

(At)ke—)lt
k!

P(n(t+s)—n(s)=k)=Pn(t) =k) =



(ﬂt)ke_/lt

= tem-se

o Calculando-se E[n(t)] com P(n(t) = k) = p,(t) =

E[n(t)] = At
e
O-ﬁ(t) = At,
0 que resulta em
Eln(t
L _E ( )}

o Isto significa que a taxa de chegadas de usudrios do sistema 1 (taxa de
hascimentos) é a razdo entre o nimero médio de nhascimentos e o
intervalo de tempo.



o Considera-se agora a v.a. z que representa o fempo decorrido entre duas
chegadas consecutivas.

o Suponha também que houve uma chegada de usudrio ao sistema no
instante t,. Logo, tem-se

P(z>Z7Z)=P(n(ty+2) —n(ty)) =0) =e™*%4,Z2>0
o Portanto, tem-se também

p,(Z) = %(1 —e %), 7 >0,
ou seja, tem-se uma fdp exponencial dada por

p,(Z) = Ae™*?u(Z)



P<L>J'*'(6L090, o tempo z entre duas chegadas consecutivas é uma v.a. com fdp
exponencial de média

1
E[z] =7

0 que mostra que para um processo de Poisson o tempo médio entre
chegadas € o inverso da taxa de chegada 1.

o Um outro resultado importante se refere a soma de processos de
Poisson estatisticamente independentes.

o Pode-se mostrar que se n;(t),l =1,2,..,L sdo processos de Poisson
estatisticamente independentes com 1,1 = 1,2, ..., L, tem-se
L

n(®) = ) m(®),

=1
e 0 processo resultante é de Poisson com intensidade dada por

L
A=z/11.
=1



Demonstragdo:

Como a v.a. n;(t) tem funcdo car'ac‘rer'is’rica dada por
()l t)k -t -
nl(t)(v) _ E[e]vnl(t)] E pJvk — ellt(ef -1)

Logo, n(t) = Yi_; n;(t) tem fungdo CGI"GCTQPISTICG descrita por

Mnl(t) (v) = E[ejvn(t)]

L
L jo_
N Han(t)(v) = g2z 47D

mque A = Yi_, A, e n(t) € um processo de Poisson.



B. Fila M/M/1

o Considere um sistema de filas em que um ndmero infinito de usudrios é

atendido por um Unico servidor, conforme ilustrado abaixo.
Km

& »
< >

v

‘ ‘ ‘ ‘ > Servidor
fila

o As chegadas sequem um processo de Poisson com intensidade 1 e o
tempo de servigo y de um usudrio segue uma fdp exponencial dada por

py(Y) = e ™ u(Y)

o Esse sistema de filas é conhecido como M/M/1 e considera que o
nimero maximo de usudrios no sistema € infinito.



o A probabilidade de que um usudrio que estd sendo servido em um instante
t* permanega no sistema ao fim de um intervalo de duragdo At é dada por

" " P(yz=t*+At,y=t")
Ply=t'+Atly=>t*) = P oyat)
_ Pyzt'+At) _ emHETHAD o —HAL
P(y=t*) e~ Mt

o A probabilidade acima é independente de t*, o que corresponde a falta de
memoria da distribui¢do exponencial.

o Logo, a probabilidade de que o usudrio deixe o sistema ao longo de At é

1 1
1—e M8 = At — E(,uAt)Z + g(,uAt)3 — e
= ulAt + o(At)
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o Se x(t) representa o nimero de usudrios no sistema no instante t, entdo
x(t) € um processo de nascimento e morte com probabilidades de
transigdo dadas por

o(At), j—k|>1
upAt +o(At), j=k—1

emque A, =4, k=0,1.2,..epu =y k=0,12,...0 diagrama de estados
associado a este processo é apresentado abaixo.

oJojoNo)olc)
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o Para este processo, as probabilidades em estado estaciondrio {Py, k =
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o As probabilidades P, e P, podem ser consolidadas na expressdo:

1N\F 1
pk:(_) <1__), k=012 .
1 1

1 . ~ ‘- . e o~ A .
o Note que como L éa duracdo média do servico, a condi¢do < 1 equivale

a dizer que o sistema atinge o estado estaciondrio quando o trdfego de
entrada médio 4 < 1.

o Representando-se por x o ndmero de usudrios no sistema ao fim de um
tempo muito grande, o nimero médio de usudrios no sistema é dada por

st =y k= 3 k(2 (1-2) =525
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o Como o sistema estd em equilibrio, a vazdo S é igual ao trdfego de
entrada dado por

A

U

o O nimero médio de usudrios ao final de um tempo muito grande pode ser
expresso por

S=28=

S
S 1-S
o O retardo médio de um usudrio é dado por

El[x]

Eld] = Elw] + Ely],
em que o tempo de espera na fila é

x
k=1

e y, € o tempo de servigo para o k-ésimo usudrio.



o Como x e y, sdo v.a.s estatisticamente independentes, fem-se

X
Z Yk
k=1

= Elxy] = FIIF[y] = -——

Ew]=E
[w] PR

o Portanto, tem-se

Eld] = Ew]+E|y] =-—+

em que a curva de retardo médio versus vazdo é dada para um sistema de
filas M/M/1 é mostrada abaixo.

E[d] 4

|-
|
L

H__
v V



C. Teorema de Little

RIO

o O retardo médio de um sistema pode ser obtido a partir de um resultado
geral conhecido como Teorema de Little.

o Segundo esse teorema, o hlimero médio de usudrios encontrado no sistema
é igual ao nimero médio de usudrios que ele deixe ho sistema ao sair.

o Logo, o nimero médio de usudrios no sistema é dado por

1
wo_ S
1-S (1-9)

Elx] = 2E[d] = A

~ A :
em que a vazdo § = pode ser escrita como

AN
S=1-Py=1—-(1-=)==
u) u



o Considere um sistema de filas com disciplina FCFS, em que os processos
n(t) e m(t) caracterizam, respectivamente, o nimero de chegadas e o
himero de saidas do sistema ho intervalo (0, t].

A d, . n ®)
n(t), m(t) «------- A N
N m
, ———— >
tl tZ tll t3 t,2 t4 t5 t,3 t

o Supondo-se que o sistema de filas estd vazio em ¢t = 0, o nimero de
usudrios no sistema no instante t se escreve

x(t) = n(t) — m(t)



o Assim, o nimero médio de usudrios no sistema é dado por

1 (¢
Xpx = Fj x(t)dt
0

o Por outro lado, o retardo médio por usudrio é expresso por

m(t*) n(t")

deyr = né*) ; d; + z (t*—t;)

i=m(t*)+1

em que t; e d; representam o instante de chegada e o tempo gasto no
sistema pelo i-ésimo usudrio, respectivamente.



o A drea da regido hachurada é dada por

m(t*) n(t*)

t*
R=j x(t)dt = Z d; + Z (t" —t;),
0 i= i=m(t*)+1
0 que permite escrever

ft*t* = n(t*)(zt*
ou ainda

_ - n(t") -

em que 1.~ € a taxa média de chegada de usudrios em (0, t*].

ES

o Note que as médias ;- e d;- correspondem a médias temporais em
(0, t*].



o Supondo-se processos ergddicos, as médias temporais tendem para
médias estatisticas do processo com probabilidade 1, o que resulta

lim ¥, = E[x]

t* - oo

lim d. = E[d]

t* - oo
o Neste caso, ¥+ = 1,+d;+ Se escreve
E[x] = AE[d],

o que conclui a demonstragdo do Teorema de Little, que é vdlido para
qualquer disciplina de servigo.



Exemplo 3

RIO

Considere uma rede de comunicagdes cujo trafego de pacotes de dados
pode ser modelado por uma fila M/M/1.

A taxa de chegada de pacotes € igual a 2 = 2 pacotes por segundo e deseja-
se ter menos de 5 pacotes em 99% do tempo.

Calcule:

a) A taxa de servigo u
b) A vazdo S = %

c) O tempo médio de servigo E[y]
d) O retardo médio no sistema E[d] para 1 = 5 segundos.
e) O ndmero médio de usudrios E[x] para u = 5 segundos.



a) A probabilidade de ter menos de 5 pacotes em 99% do tempo pode ser

calculada por
o= =30 n=3,6) (-3)
k=5 k=5
1 5
P(5) = <ﬁ> <1-099 =0,01

Il
~
= >

U1

Logo, tem-se

(2)°

001 = (w)° - u = 5,02 pacotes por segundo
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b) Com S = % e u =502 tem-se
—A>5M
,Ll - S = %
Logo, obtém-se
> <
502 >5-5<04

c) O tempo médio de servigo é dada por

E[y] === 0,19 segundos

=Ir



1
1S 1 I
E[d]—E[W]‘l'E[Y]—;m-Fﬁ—m,

A 2
emque S = Pinici 0,4. Nesse caso, tem-se

E[d]=2=2

> — 1 sequndo
06 10°3 3 9

e) O ndmero médio de usudrios pode ser calculado usando-se o teorema de
Little

E[x] = AE[d] = z§ - g usudrios



C. Fila M/M/m

o Considere um sistema de filas em que um ndmero infinito de usudrios é
atendido por m servidores, conforme ilustrado abaixo.

Km —  Servidorl ——

v

‘ ‘ ‘ ‘ »  Servidor 2

fila

—  Servidorm ——

o As chegadas seguem um processo de Poisson com intensidade 1 e o
. . . . T
tempo de servigo y de um usudrio seque uma fdp exponencial de média "

o Esse sistema de filas é conhecido como M/M/m e considera que o
nimero maximo de usudrios no sistema € infinito.
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o No sistema M/M/m, o ndmero de usudrios ho sistema ho instante t é um
processo de nascimento e morte com probabilidades de transigdo dadas por

o(At), j—k|>1
pri(At) =L At +o(At), j=k+1,
ugAt +o(At), j=k—-1

ku, 1<k<m

mu, k >m ! k= 071:2; e

emque}{k:}{ e,uk={

o O diagrama de estados associado ao sistema M/M/m € apresentado abaixo.

axcxa axaxe

(m—1)u my



o Neste processo, as probabilidades em estado estaciondrio sdo dadas por

ﬂ.k

er k!_,ukpo' 1<k<m
P = Po 1li=o (Tﬂ) — ) am  pem ‘

g Gy o e =m

where
m—1 o -1
/1k /1m /lk—m
Pa=1|1+ + —_—
° L klpk " mlpm L ()R
= =m

o A vazdo de um sistema M/M/m é dada por



RIO

o O ndmero médio de usudrios ho sistema ao final de um tempo muito

grande é descrito por
Elx] = Z kP,
k=0

o O retardo médio do sistema pode ser obtido pelo Teorema de Little:

o Neste sistema, duas das quantidades que refletem o desempenho do
sistema sdo:

o A probabilidade P;;, de que um usudrio seja obrigado a entrar na fila.
o O tempo médio E[w] de permanéncia na fila.



o A probabilidade Pf;;, € descrita por

Pfila=P(x2m)= z kPk:POZWSk
k=m k=m '
mm - mm s§m
— o j+m _
=P _Z)S =P st
]:
B (mS)™
m—1(m5)k,

(mS)2+m! (1 - 5) 275, Xl

em que os resultados acima sdo usados no dimensionamento de redes de
comunicagoes.

o A expressdo na Ultima linha é conhecida por férmula C de Erlang e
representada por C(m, %).



o Para determinar o tempo médio de espera na fila, considere a v.a. z, que
caracteriza o nimero de usudrios na fila:

(oe)
m

¢ m

E[z] = Z kP(z = k) =—S™P, Z kS*
k=1 m: k=1

S S

_S)z - (1-S) Pfila,

_m_m m
a m!S Po(l

P(0 < x <m), k=0

emqueP(z=k)={P(x=k+m) k=12,..

o Para obter o tempo médio de espera na fila emprega-se o Teorema de

Little, o que resulta
1 S

Elw] = FYCEES) Priiq



o
. b_Q‘a
5y CEX
5
= g

RIO

Considere os sistemas M/M/1 e M/M/m, em que m = 2, descritos por

A=

Calcule o tempo médio de espera E[w] e de atraso E[d] para os sistemas.

N =

Exemplo 4

v

\4

\4

u=1
Servidor >
Servidor 1
Servidor 2 >
1
H=2
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Solugdo:

Para o sistema M/M/1 tem-se

G A1
=273
S 1
E[w] = ey 1 segundo
E[d] = E[w] + E[y] = ——=+ = = 2 segundos
B N=asu T u™ 9
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!

Para o sistema M/M/2 tem-se com 1’ = % e u = %

Al 1
S’:—:—
2ur 2

A probabilidade de um sistema vazio comm =2 ¢é

2 -1
o= (144 (L) ) 2
0~ ,Ll’ ,Ll’ 1_51 _3

co

mm S’m 1
Pria = PCx2m) = ) kP, =Py Py =
k=m
N=S 1p 2
E[d’]:E[W,]+E[ ’]: S . +i=§36 undos
V1= aosyn fila ™, =5 5¢9

O sistema M/M/2 presta um servigo com dois servidores a uma taxa mais
baixa. Ocorre que o tempo de espera na fila E[w'] < E[w] mas E[d'] > E[d]



C. Sistemas de filas com perdas

o Considere um sistema de filas em que um ndmero finito de usudrios é

atendido por m servidores, conforme ilustrado abaixo.

Km —  Servidorl ——

Numero
finito de
usuarios

v

‘ ‘ ‘ ‘ »  Servidor 2

—  Servidorm ——

o As chegadas sequem um processo de Poisson com intensidade 1 e o
. . . . r g 1
tempo de servigo y de um usudrio seque uma fdp exponencial de meédia "

o Esse sistema de filas é conhecido como M/M/m/K e considera que o
ndmero maximo de usudrios no sistema é finito e igual a K.

o Qualquer usudrio que chegue ao sistema e o encontre lotado ndo serd
atendido ou sera perdido.
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o No sistema M/M/1/K, o nimero de usudrios no sistema no instante t é um
processo de nascimento e morte com probabilidades de transigdo dadas por

o(At), j—k|>1
pri(At) =L At +o(At), j=k+1,
ugAt +o(At), j=k—-1

A 1<k<K , 1<k<K
emque/lkz{o K>k © kz{g > K , k=012, ...
o O diagrama de estados associado ao sistema M/M/1/K é apresentado

abaixo.

oJoJoNcJolo
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o No sistema M/M/1/K, as probabilidades em estado estacionadrio sdo

dadas por
k
P, = Po(), k<K

O) k>K

= >

K\ 1 1—

em que Py = (1 + k=1 (%) ) = (/1()‘,‘3“ é obtida a partir da expressdo
1—(—

H — — m —_om-1

para a progressdo geométrica Y7 (a + kr)gk = = (a+(m-Drq™  rq(1-¢™7)

1-q (1-q)?

o A probabilidade de perda, Pye;q4, de um usudrio ndo ser atendido é dada

por /1
Pperaa = Px = <E>K P, = (&)K - <ﬁ)

K+1
IV
U
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o No sistema M/M/m/m, o nimero de usudrios no sistema ho instante t é um
processo de nascimento e morte com probabilidades de transigdo dadas por

o(At), j—k|>1
pri(At) =L At +o(At), j=k+1,
ugAt +o(At), j=k—-1

A, 1<k<m ku, 1<k<m
emque/lkz{o k>m © k:{(fl LS m , k=012, ...
o O diagrama de estados associado ao sistema M/M/m/m € apresentado
abaixo.
A A A A A
/_\‘/_\‘
0 1 2 m-2 m-1 m

I N N N

T 2u (m — 2)u (m—1u mu



RIO

o No sistema M/M/m/m, as probabilidades em estado estaciondrio sdo

dadas por
A\ 1
Pk: PO ; E, k<m

0, k>K
kK \"1 kK \"1
A 1 A 1
em que P0:<1+Z?=1(;) z) =< o i) a) -

o A probabilidade de perda, Pye,qq, de um usudrio ndo ser atendido é dada

por
A\™ A\™ 1 1
Prerda = P = () Po= () oo
k=) @

em que o resultado acima é muito usado no dimensionamento de redes de
. / . ~ A
telefonia e € conhecido por formula B de Erlang com notagdo B (m, ;).



Exemplo 5

RIO

Um provedor de servigos de comunicagdo possui m =05 enlaces de
transmissdo de 1 Mbits/s para videoconferéncias entre duas empresas.

Suponha que cada videoconferéncia requeira 1 Mbits/s e tenha duragdo
media de 1 hora. Além disso, as demandas por videoconferéncias chegam de
acordo com um processo de Posson com taxa A = 3 chamadas por hora.

Calcule a probabilidade de perda (ou bloqueio ou ndo atendimento) devido a
falta de linhas.



Solugdo:

A vazdo por servidor descrita por S == ¢ dada por

T >

s=2=3
U

A probabilidade de perda com m =5 é dada por

Y /AN /AN 1
Pperda—Pm—ﬁ PO_; m! N (A)kl
k!

k=0 ﬁ

(3)° Ggiyer = 011 ou 1%



