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V. Vetores Gaussianos

o Neste capitulo, a nogdo de variavel aleatéria Gaussiana é estendida ao
caso multivaridvel.

o A importdancia da fdp Gaussiana se deve ao fato de que muitos
fendomenos fisicos podem ser descritos por um modelo probabilistico
Gaussiano.

o Em particular, o teorema do limite central dd suporte ao emprego da fdp
Gaussiana assim como a sua simplicidade matematica.



Vetor Gaussiano

o Defini¢do 1: vetor Gaussiano

Diz-se que um vetor aleatério x é Gaussiano, ou de forma equivalente, que
suas componentes sdo varidveis aleatdrias conjuntamente Gaussianas,
quando a v.a. real

é Gaussiana para qualquer vetor n-dimensional a € R™,



@ A. Funcdo caracteristica de
P.‘t)ﬁ“\

UC um vetor Gaussiano

RIO

o Para determinar a fungdo caracteristica do vetor Gaussiano, observe
que a v.a. z = a’ x é Gaussiana com média dada por

m, =a’m,
e varidncia descrita por

O-Zz =E[(z — mz)z]
= E[aT(x —m,)(x — mx)Ta]
=a’K,a,

em que m, e K, representam, respectivamente, o vetor média e a matriz
covariancia do vetor x.
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o Tem-se entdo a partir de M, (v) = e/"™e” "2 a expressdo dada por
P P P

v? val K, av

2
o
mee_ >

M,(v) = e/VMzo™ "7 = piva

o Usando-se m, =a'm, e M,(v)=e/" "M, (A"v) (propriedade 3 de
fungdes caracteristicas de vetores aleatérios) pode-se escrever

M, (v) = Mx(av)

. T _vaTKxav
o Comparando-se M,(v) = e/V® Mxe 2 e M,(v) =M, (av) , e
considerando-se v = av, chega-se a
vTva

Mx(v)=ej”T"‘xe_ 2

que corresponde 4 fungdo caracteristica de um vetor Gaussiano x de média
m, e matriz covariancia K.



Propriedades

1) Se x é um vetor Gaussiano entdo o vetor y definido por

y=Ax+b

é também Gaussiano.
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Observe M, (v) = e/?* ™xe” 2 e considere o uso de M, (v) = e/” *M,(A"v),

0 que leva a obtengdo de

M,(v) = e’ @', (ATv)

T AT
. . v' A" K, Av
— e](va)e]vTAmxe——Z

T AT
) v A" K, Av
_ e](va+vTAmx)e—fx

Considerando-se o vetor média m, = Am, + b e a matriz covaridncia K, =
ATK A, tem-se

_ jva _vTKyv
M,(v) =e ye o 2

’

o que mostra que y é um vetor Gaussiano.



2) Se as componentes de um vetor Gaussiano sdo descorrelacionadas duas a
duas, entdo elas sdo também estatisticamente independentes

k - O-J?i’ l:]
o, i

0 que significa que a matriz covaridncia K, € diagonal.

Neste caso, tem-se

n

V'K, v= z A
i=1
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Demonstracdo:

Substituindo-se vT K, v em

. T _vTva
M,(v) = elV Mxe™ " 2
) 21}:1 v?o%,
_ )2 vimxl;e_lTll
obtém-se
n - viog,
M,(v) = elViMxie™ 2
JiL=J1L
n
= Mxi(vi)
i=1

0 que mostra a independéncia estatistica das componentes de x.



Exemplo 1

Considere um vetor Gaussiano x = [x; x, ... x,]T e um vetor n-dimensional
a=1 com componentes iguais a 1. O vetor Gaussiano tfem componentes

estatisticamente independentes com médias 4 u, ... 4, e varidncias

02,02, ..,02. Considere av.a. z= a’x e calcule:

a) A médiade z
b) A variancia de z
c) A funcgdo caracteristica de z

d) Se as médias e varidncias das componentes de x forem idénticas calcule
novamente os itens a), b) e ¢)
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Solugdo:
a)
n n
= z a;xi zzxi
i=1 i=1
mzzamx Z E[ ]:Z?:l.ui
b)
n
o2 =a"K,a= z of
i=1
c)
, _ozv? o _valK,av v ¥, o
M,(v) = e/VMze 2 = V@ Mxe 2 = e/VZizilig™ 2

d) Se as médias e varidncias forem idénticas tem-se

2,42

ve"no

m, = nu, 02 =no’ e M,(v) = e/V™e™ " 2

2



B. Fungdo densidade de probabilidade
de um vetor Gaussiano

o Nesta segdo, o objetivo é derivar matematicamente a fdp de um vetor
Gaussiano x de média m, e matriz covariancia K.

o Em particular, serdo utilizados os conceitos de transformagdo linear,
fungdo de v.a., valor esperado e de vetores Gaussianos.

o A expressdo da fdp de um vetor Gaussiano a ser obtida é dada por

p (X) — 1 —l(x_mx)TKyzl(X_mx)
X n ’

e 2
(2m)2,/det K,

que depende apenas de m, e K,.



Exemplo 2

O vetor x = [x; x, %3] € conjuntamente Gaussiano e tem médias iguais a
zero e matriz covaridncia dada por

Kx - kx2x1 axz kx2x3

02 1 04

Ox,  Kxyx, FKajx [1 0,2 0,3‘
03 04 1

Determine a fdp conjunta de x’ = [x; x3]"



O vetor média e a matriz covariancia de x' = [x; x3]T sdo dados por

g2 k
m, =[] e Kx,:[ g xlxslzlolg 03]

2
kx3x1 O-x?,

A fdp conjunta de x' = [x; x3]T € dada por

T 1 1 03]!
—%X, K;]'X’ _ 1 _E[Xl X3]T|:0,3 1] [Xl X3]

"~ (2m)/0,91 €

N 1
Pa(X') = (2m)./det K/ €

where detK,, = 0,91.



Fdp de um vetor Gaussiano
UC

o Considere um vetor aleatorio Gaussiano nh-dimensional x com média m, e
matriz covariancia K.

o Deseja-se determinar a expressdo da fdp conjunta p,(X) do vetor x a
partir da transformagdo dada por

V1

y = y:2 = Px

Y
em que a matriz P € R™*™ é a matriz cujas linhas sdo os autovetores
{e,, ey, ...,e,} da matriz K, normalizados.

o Este vetor é também Gaussiano e possui componentes estatisticamente
independentes.



o Considerando-se a matriz P, tem-se

— e{mx —_

elm, |

K, = PK,P" = PPTA,PP" = A,

o Neste caso, a matriz covaridncia de y é dada por

A, 0
0 A,
0

0

And

em que {A;} sdo os autovalores de K, associados aos autovetores
{e1, ez ...,en}




o Desta forma, as componentes {y1 y. - Yn} do vetor y sdo todas
Gaussianas, estatisticamente independentes e com fdps dadas por

1 — L(Y-—eme)2
pyu(F) = = 2
virt \/Zn\//l—i

o Neste caso, a fdp conjunta do vetor y pode ser obtida por
Pylyz...yn(Y1Y2 Yn) = ?:1 pyi(yi): ou Sejal
py(y) = Pylyz...yn(Y1Y2 Yn)

1 e_lzl 11 (Yl €; mx)

= [lizip l(Y) = D
g (27 [, 24
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o Observando-se que

Z% —efmy) = (¥ —m,) K31 (¥ —m,)

pode-se escrever

o —— e MY

(2m)2,/detK,,

em que a fdp conjunta acima pode ser obtida usando-se

Px(X)
(X))

py (=22 x = g1(v) 1c, (),
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o A partir da definigdo da matrizPedeeje; =1,e/e; =0, i,j=12,..,n,
[ #J, tem-se

PP =1 e det(P)det(PT) =1
o Como det(P) = det(PT), tem-se ainda
det(P) = +1

o Além disso, PP = I permite escrever

Pl =PpT



o No caso da transformacdo linear

x=g@y)=P 'y

o Jacobiano da transformagdo € igual a

g1 09
Yy, ay,
dg, 09
J¢(Y) = det| gy, oY,
0gn 0gn
oY, Y,

o Usando-se det(P) = + 1, tem-se

Ug(y)l =1

= det(P)
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o A fdp do vetor x pode ser obtida a partir da fdp conjunta p,(¥) usando

D (X)
4 (X0)|

py(¥)= X = g1 (1) 1,

em que se considera P™' = P" e |J,(¥)| = 1.
o Logo, tem-se

px(X) = Py(Y)[y = pTx = py(PTX)

1 —
_ 1 o —E(X—mx)TPTKylP(X—mx)

n
(2m)z,/det K,




C

omo K, = PK,P" tem-se a partir de det(P) = + 1 que
detK, = det(P) detK, det P" =detK,
Por outro lado, K, = PK,P" permite escrever
K;l _ PT_lK;1P -1
Pré-multiplicando a equagdo acima por P' e pés-multiplicando por P, tem-se
P'K;'P = K;' = PTPT'K;'P 1P = K;!
Finalmente, substituindo-se detK, = detK, e P'K;'P = K;;' em p,(X),

tem-se

p (X) = L e_%(X—mx)TKgl(X—mx)
x 0
(2m)2,/det K,




Exemplo 3

Seja x = [x y z]" um vetor Gaussiano de média nula e matriz covaridancia

5 2 1 - 0-9? kxy kxz-
K, = Iz 4 2| =\kyx 05 ky,
1 2 3 _kzx kyz Gzz 1

Compare a fdp da v.a. z com a fdp condicional de zdado que x =X ey =Y.



A determinacdo de pZ(Z) ¢ imediata uma vez que da matriz covariancia K,
obtém-se diretamente o2 = 3. Como a média de z é nula, tem-se

72

1
pZ(Z) - m\/ge

px(X) — Px(X)
DPxy (X,Y) pu(U)

Para determinar p,jy=xy=y(Z) = em que u = [x y]”.

Pela propriedade de vetores Gaussianos, o vetor u também € Gaussiano com

média nulae K,, = ] Logo, tem-se
() P —— 4 S L R
(27T)Z/det K, 2”‘/1_

em que K = _2]
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Por outro lado, observando-se que
. 8 —4 0
K;!= S|4 14 —8| edetK, =32
0O -8 16
obtém-se
8 -4 0]y
1
1 1 _ 1 —-——[XvZz]|-4 14 -8 H
Dx(X) = ) e_f(X)Tlexz 3 e o4 0 -8 16llZ
(2m)2./detK, (2m)2/32
Substituindo-se p,(X) e p,(U) em pyx=x y=y(Z) = Z"%, tem-se
_(z—p?
4

Dyl = (Z) = —0e
le X,y=Y /477: A pz(Z) Pz|x=X,y=Y(Z)

As fdps pzix=xy=v(Z) e p,(Z) sdo ilus’rraW

o
NI



Exemplo 4

Sejam x e y duas v.a.s conjuntamente Gaussianas, estatisticamente
independentes, com médias m, = 100 e m, = 50 e varidncias o7 =48 e
oy = 27.

Determine a probabilidade de a soma z = x + y exceder 160.



Note que o vetor z = [x y]” é Gaussiano com vetor média m, = [100 50]7 e

matriz covariancia K, = [408 207], resultando-se na fdp conjunta

X—-100
Y-50

p,(Z) = 1 e—%(Z—mz)TKgl(Z—mz) _ 1 —Jix-100v-50]K;|
Z n

27 36°
(2m)2,/det K, n

A probabilidade desejada poderia ser determinada integrando-se p,(Z) ao
longo da regido definida por

R={z€ R%x+y> 160}



Entretando, o resultado pode ser mais facilmente obtido notando-se que a
varidvel z = x + y € Gaussiana com média e variancia dadas por

my, = m, +m,, = 150

o7 =05 +0; =75

Tem-se entado

P(z=x+y > 160) = P(z > 160)
= 1020PZ(Z)dZ

_1 s 2
00 1 0 150(2 150) d7

~ 160 Vzrv7s
10
o) -os




