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IV. Valor esperado

o Neste capitulo, examina-se o conceito de valor esperado de v.ass.

o Em particular, sdo estudados o valor esperado de:
o uma v.a. real,
o de um vetor aleatorio,
o condicional e
o matrizes aleatorias.

o Além disso, sdo examinados os conceitos de
o desigualdades e
o fungdes caracteristicas.



o O valor esperado de uma v.a. y € definido pela forma integral

EUL=] Yp, (Y)dY

em que o valor esperado E[.] € um operador real, definido sobre o espago F
das v.a.s reais, que associa a uma v.a. real y € F o ndmero real E[y] dado
pela definigdo acima.

o Desta forma, tem-se matematicamente

E[.: F-R
y = E[y]



i 8 A. Valor esperado de fungdo
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o Nesta segdo, estuda-se o caso especifico em que a v.a. y é fungdo de
uma outra v.a. real x, ou seja,

y =g(Xx)

em que um resultado importante é o Teorema Fundamental do Valor
Esperado.

o Teorema Fundamental do Valor Esperado:

Se y = g(x) entdo

Byl = | vp,00ar = [ gCopax

— 00
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Demonstragdo do Teorema Fundamental do Valor Esperado:

Consider'ando -Ssea propriedade
j j Px;,.. xn(Ulr n)dul dUj_1AdUjyq ... dU, = pxj(Xj)

e a definicdo E[y] = f_oo Yp,(Y)dY pode-se escrever

- j Y j Dy (X, Y)dXdY

= f_woo Y f_woo py|x:X(Y)px(X)dXdY
Como y = g(x) quando a v.a. x assume o valor X, a v.a. y assume o valor g(X).

Isto significa que, dado x = X, y passa a ser uma v.a. discreta que pode
assumir um Unico valor g(x)
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Logo, tem-se
py|x=X(Y) =6 —gX))

Substituindo-se a expressdo acima em E[y] obtém-se:

Ely] = j P (X) j Y8(Y — g(X))dvdx

Usando-se a propriedade das fungdes impulso [°. f(x)8(x — a)dx = f(a) ha
expressdo acima obtém-se

Elyl = E[g()] = [~ Yp,(Y)dY = [ g(X)p,(X)dX

A expressdo acima nos permite chegar a defini¢do de quantidades
importantes na teoria das v.a.s.
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L i. Média

o A médiam, de umav.a. x é definida a partir de [~ g(X)p,(X)dX
tomando-se g(X) = x.

o Logo, tem-se

m, = E[x] = joopr(X)dX



Exemplo 1

Calcule a média de uma v.a. uniforme cuja fdp € dada por

A
1 Px(X)
pX)=ip—a *=F=P 1

0, caso contrario b—a

Solugdo:

X* |p_b*—a* a+b
2(b—a)la 2(b—a) 2

mx=j pr(X)dX:J X dX =
o . b—a



Exemplo 2

Calcule a média de uma v.a. Gaussiana cuja fdp é dada por

A
X
X) (X_nzl)z meR, >0 P(X)
= e 204 ' ’
Px 10 /\
Solugdo: | >
m X
% © 1 _x-m?
mx=j pr(X)dX=j X e 202 dX
— o0 —0 \2To

Fazendo-se uma mudanga de varidvel com a = X — m na integral, obtém-se

2 2
00 1 e 00 1 _a
= S 2 2 —
my=m|[_  ———e 2 d6j+f_wa\/%e 202dat = m
1 S0

—
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Calcule a média de uma v.a. discreta x, que assume os valores {X;, X5, ...} com
probabilidade P(x = X;),i = 1,2, ... e cuja fdp é dada por

pe(X) = ) P(x = X)5(X - X,)

Solugdo:

A média é dada por

co

m,, = j_ X p,(X)dX = JOOXZ P(x = X,)8(X — X;) dX

= PGx=X) f_ooxs(x ~Xp)dX = ) X;P(x = X))



O

Observacoes

Uma interpretagdo para a média de uma v.a. pode ser obtida fazendo-se uso
do conceito de probabilidade como limite da frequéncia relativa.

Considere uma v.a. discreta x que assume valoresem Q, ={X;,X,,..} e
suponha que a experiéncia associada a esta v.a. tenha sido realizada n vezes.

Sejany, o ndmero de vezes dentre as n em que o evento {x = X;} ocorreu.

De acordo com o conceito de probabilidade como o limite da frequéncia
relativa, tem-se

P(x = X;) = lim X
n—-oco N

Para a média tem-se
Xiny,

m, = lim
l
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o A varidncia o2 de uma v.a. x € definida através de

Elyl = E[g()] = [ g(X)p(X)dX
tomando-se g(X) = (X —m,)?.

o Logo, tem-se

co

62 = E[(x — m,)?] = j g(OP (0 dX = j (X — m)2py (X)dX

em que o, € o desvio padrdo associado a dispersdo em torno de sua média.



Exemplo 4

Calcule a varidncia de uma v.a. uniforme definida por

A
1 Px(X)
pX)=ip—a *=F=P 1

0, caso contrario b—a

Solugdo:

o = E[(x —my)?] = [__ (X — m,)2p(X)dX

2 b—a 12
—

My

_ foo (X— a+b>2 1 dxX = (b—a)?
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Calcule a varidncia de uma v.a. Gaussiana definida por
A
Px(X)

Solugdo:
2 2 o) 5 1 _x-m?
oy = E[(x —m,)*] = f_oo(X — my) \/7—0_3 202 dX
© 1 -Eme
Como f_m%e 202 dX = 1 tem-se

(X—m)?

|- e 207 dX =+2ma
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Derivando-se ambos os lados com relagdo a o, obtém-se

°°2X—m2 _x-m)y?
J ( ) 202 dX =21

203
% , _(X m)?
(X —m) 202 dX =g?
f_oo \/Zna
Logo, tem-se
2 _ 2



Exemplo 6

Calcule a variancia de uma v.a. discreta x que assume os valores {X;, X, ... }
com probabilidade P(x = X;),i = 1,2, ... e cuja fdp é dada por

pe(X) = ) P(x = X)5(X - X,)

Solugdo:

A variancia é descrita por

oy = E[(x —m,)?] = JOO(X _mx)ZZP(x = X)o(X — X;) dX

= z P(x — Xi) j (X — mx)26(X — Xl)dX
Usando-se a propriedade da fungdo impulso obtém-se

02 = ) (X = m)?P(x = X))
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Observacoes

o Considerando-se o conceito de probabilidade como o limite da
frequéncia relativa, tem-se

. nXi
P(x = X;) = lim
n—-oo N
e
2 . (X;—my)
o = lim ) ; .
x n—oo L n Xi



iii. Valor médio quadratico

o O valor médio quadratico E[x*] de uma v.a. x € definido através de
E[y] = Elg(0)] = [ ., g(Op.(X)dX
tomando-se g(x) = x2.
o Logo, tem-se
E[x*] = [, X*p(X)dX

o O conceito de valor médio quadratico € importante e bastante usado em
problemas de otimizagdo e estimagdo de parametros.



Exemplo 7

Calcule o valor médio quadrdtico de uma v.a. uniforme dada por

1 Px(X) 4

pX)=ip—a *=F=P 1

0, caso contrario b—a

Solugdo:
E[x?] = [, X*p,(X)dx = [ X? - dX

_b*—a® a*+b*+ab
- 3(b—-a) 3




Exemplo 8

Calcule o valor médio quadrdtico de uma v.a. Gaussiana dada por
A
px(X)

Solugdo:

(X—m)?

E[x?] = [* X?p . (X)dX = [© X2 —=—¢ " 202 dX
— Q0o — 00 \/27'[0'

(X-m)?
© 2 2 1 — _ 2
Observe que [__ (X*+m 2Xm)=e 20* dX=0
0 , 1 _(x-m)*? , % 1 _(x-m)*? , © 1 _(x-m)*?
X“——e 20?2 dX =0°4+2m X e 202 dX—m e 20% dX
f_oo \V2mo —o0 2O —oV2To

E[x?] = 0%+ 2m? —m? = g% + m?



Exemplo 9

Considere o quantizador de 3 niveis cuja operagdo é
ilustrada abaixo. A entrada do quantizador x é uma v.a.
uniforme no Intervalo (—1,1].

Determine o valor do pardmetro a que caracteriza

2 dos niveis de quantizagdo de modo a minimizaro  ——
valor médio quadratico do erro de quantizagdo dado por

(—a, —w<X<-3

e=x—q(x), emque q(x) =1 0, —%<XS%
a, l<X<oo
\ 2

N =
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Solugdo:

= E [(x —q)’] = I - q00) P (X)dX

z 1 11
=f —(X+a)2dX+j EXZdX+J (X —a)?dX
-1 _E 2

_1r,2_3
2[a 2a+]

O valor de a que minimiza E[e?] pode ser obtido calculando-se a derivada de
E[e?] com relacdo a a.
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o Nesta segdo, estuda-se o conceito de valor esperado de uma v.a. y na
situagdo em que y € uma fungdo de vdrias v.a.s, ou seja,

y =g(x)

o O valor esperado de y pode ser calculado por

Elyl =E[g)] = [ .. [ . gXp(X)dX,

0 que constitui o caso geral do Teorema Fundamental do Valor Esperado.



Demonstragdo:

Considera-se

(0 0) (0]
(0 0)

7 [ traxar= [ [ [ ppaomooarar
Obser'vando que py|x= X(Y) = 6(Y g(X)) obTem -se
j j pe(X) j j V(Y — g(X))d¥dX

Pela propriedade da fungao |mpulso, a integral em Y ¢é igual a g (X), o que
resulta em

Ely] = Elg(x)] = j f GO (X)dX
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Propriedades

i) Valor esperado de uma constante

Ela] = a

’

em que a é uma constante.
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ii) Valor esperado de um operador linear
E[¥i=1ai x;] = Yimq aiElx],

em que {x;} sdo v.a.s e {a;} sdo constantes reais.



& 0y &

PUC

RIO

Demonstracdo:

n o0 co o
Sl [ [Crnam
=1 T -
= a; [j Xipxi(Xi)dXi]
=1 *
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iv) Preservagdo da ordem do valor esperado

Sejam 2 v.a.s x e y tais que

x(w) = y(w), V w €N

entao



Demonstragdo:

Considere a v.a. z = x — y e observe que, por hipdtese, z(w) = 0 para
qualquer w € Q.

Sendo z uma v.a. sempre positiva, tem-se
E[z] = E[x — y] = f Zp,(Z)dZ > 0

Finalmente, usando-se a propriedade da linearidade obtém-se

Elx] - E[y] =0



v) Varidveis aleatdrias estatisticamente independentes

No caso de n v.a.s estatisticamente independentes x, x,, ..., x,, fem-se para
qualquer conjunto de fungdes {g1, g2, .-, gn}

ﬁ 9i(x)| = ﬁ E[gi(x)]
i=1 i=1

E

Observe que

E

El[gi(xi) - j: Z J: (111[ gi(xi)> b O




Demonstragdo:

Como as v.a.s {xq,x,, ..., X, } sdo estatisticamente independentes, tem-se

ggi(xi)‘:j Z---_Z(ljgi(xi)pxi(&))XmdXZ o dXy,

- 1_[ jogi(xi)pxi(xi)dxi = ﬁE[gi(xi)]
=1 - i=1




Correlacdo, covariancia e coeficiente
de correlacdo

o O Teorema Fundamental do Valor Esperado permite a definigdo de
quantidades Uteis como:

o Correlagdo
« A .
o Covariancia
o Coeficiente de correlagdo

o A estratégia para definir essas quantidades se baseia no uso do vetor
aleatério x = [x ¥]" e no valor esperado dado por

Elg(x,y)] = j j 90X, V)pe, (X, Y)dxXdY

o Essa quantidades (correlagdo, covaridncia e coeficiente de correlagdo)
sdo usadas em inferéncia estatistica.
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i. Correlacdo

o A correlagdo 1y, entre 2 v.a.s x e y é definida tomando-se

glx,y) =xy

ha expressao
Elg(x, y)].

o Logo, tem-se

Ty = Exy] :f j XYpyy(X,Y)dXdY

— 00



ii. Covariancia

o A covaridncia k,, entre 2 v.a.s x e y é definida tomando-se

gx,y) = (x —my)(y —m,),

em que m, e m,, sdo as médias das v.a.s x e y, respectivamente, na
expressdo

ey =BG =m) @ =my)] = [ | (X =m = my)pey (X, V)dxay

o A correlagdo 1, e a covaridncia k,, entre 2 v.a.s sdo relacionadas por

Kyy = Txy — Mym,,
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Demonstragdo de k,,, = 1, — m,my:
kyy = E[(x —my)(y — my)] = E[xy — ym, — xm,, +m, my]
= E[xy] — m, E[y] — myE[x] + m,ym,,

= E[xy] — m,m,,

No caso em x = y, fem-se



Observacoes

o A covaridncia entre 2 v.a.s indica o relacionamento estatistico entre 2
v.a.s .

o Quanto maior € o valor do médulo de k,, mais forte é o relacionamento
estatistico entre x e y.

o Emprega-se uma quantidade normalizada para avaliar a caracterizagdo
do relacionamento estatistico maximo entre 2 v.a.s.



iii. Coeficiente de correlacdo

o O coeficiente de correlagdo p,, entre 2 v.a.s x e y, proposto pelo
matemadtico britanico Carl Pearson (UCL), é definido por

Koy

050y’

Pxy

Em que o, e g), sdo os desvios padrdes de x e y, respectivamente, e k,,, € a
covaridancia entre eles.

o O coeficiente de correlagdo é adequado para indicar o grau de
correlacdo entre 2 v.a.s.

o Propriedade:

1Pyl <1



2
+2 (x - mx)(y - my)
Oy Oy

=0

Logo, o valor esperado de z é dado por

Elz] = E[g(x,y)] = 0

X — My ’ y—my ’ (x_mx)(y_my)
=F + E +2F >0
O, oy 00y
1 - 1 - Ky ”
Jxayyszy

kxy
=2i20x0y20 = —1=<py<1o0u |py|l=1
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o Definigdo I:
Duas v.a.s x e y sdo ditas descorrelacionadas quando
Pry =0 oUky, =0

o Note que com ky, = 1, — m,m, € possivel mostrar que p,, =0 e k,, =0
sdo equivalentes a condigdo

Ty = Mym,,

o E importante ressaltar que se as 2 v.a.s sdo estatisticamente
independentes, elas sdo também descorrelacionadas ja que

Txy = Elxy] = E[x]E[y] = mym,,
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Entretanto, a reciproca ndo é verdadeira pois v.a.s descorrelacionadas ndo
sdo, em geral, estatisticamente independentes.

Considere um exemplo com 2 v.a.s x e y = x% em que x e y assumem os
y q y

111

valores {—1,0,1} e {0,1}, respectivamente, com probabilidades {gxg;g}e
1 2

{5,5}. As v.a.s x e y sdo correlacionadas? As v.a.s sdo estatisticamente
independentes?

A covaridncia é dada por

kyy = E[xy] — E[x]E[y] = E[x?] — E[x]E[x*] = 0 -> v.a.s descorrelacionadas

A probabilidade conjunta é dada por

Px=1y=0=0#P(x=1P(y=0) = % -> v.a.s ndo sdo est. independentes



Varidveis aleatorias ortogonais

o Definigdo 2:
Duas v.a.s sdo ditas ortogonais quando
Tey = 0

o Note que devido a 1, = m,m,, 2 v.a.s descorrelacionadas serdo
ortogonais se e somente se pelo menos uma delas tiver média nula.



i 8 Varidncia da soma de varidveis
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A soma de v.a.s identicamente distribuidas e descorrelacionadas é descrita
por

y = Z?:lxi:
COM Ky, =0, i # ) entdo tem-se

2 _\'n 2
0-_')7 — Li=1 O-Xi



Demonstracdo:

oy =E (y — my)zl
=FE zZ(xl mxl.) (xj — mx]) = zz kxlx]



iv. Momentos conjuntos

o Os momentos conjuntos de nv.a.s {x, x,, ..., x,} sdo definidos fazendo-se

g(x) = xflxgz x,’f"

em que as poténcias kq, k,, ..., k, sdo ndmeros inteiros positivos ou iguais a
zero.

o Os momentos conjuntos sdo entdo dados por
E|xfixg? g = j f j xkixka | xknp (X)dX

o Asomak;,+k,+-+k, éaordem do momento conjunto.



Observacoes

o E[xyx;x,], E[x,x%] and E[x3] sdo momentos de 3% ordem.

o E[x;]¢é um momento de 1% ordem.

o A correlagdo 1y, e a covariancia ky, entre 2 v.a.s x e y sdo momentos de
2% ordem.



v. Momentos conjuntos centrais

o Os momentos conjuntos centrais de nv.a.s {xq, Xy, ..., x,} sdo definidos
fazendo-se

gx) = (x1 — mxl)kl (xz - mxz)kz (xn - mxn)kn

em que as poténcias kq, ky, ..., k,, sdo ndmeros inteiros positivos ou iguais a zero.
o Os momentos conjuntos sdo entdo dados por

B [Ger = e, ) Gz =)' (= )

B jo j_o:o j_o:o(Xl —my, (X, - mxz)kz o (Xn — mxn)k”px(x)dX

o Asomak;+k,+-+k, éaordem do momento conjunto central.

o A varidncia g; e a covaridncia k,, sdo momentos centrais de 2% ordem.



C. Valor esperado de vetores e
matrizes
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o O valor esperado de um vetor y € R™ de comprimento n é definido
como um vetor de mesma dimensdo cujos componentes sdo os valores
esperados das componentes de y

E[y1]]
E[y] = E[?’z]

Ey.

o De maneira andloga, o valor esperado de uma matriz A € R"*"com
dimensdes n x n é definido como sendo uma matriz de mesma dimensdo
cujos elementos sdo os valores esperados dos elementos de A

E[A11] .. E[A1n]
E[A] = : :
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i) Vetor média

o O vetor média m, de um vetor aleatériox =[¥1 X2 .. x,]Té
definido por

m, = E[x]
E[xl]- mx1
_ E[xz] — mxz




ii) Matriz covaridncia

o A matriz covariancia K, de um vetor aleatdrio x = [¥1 X2 .. x,]Té
definida por
Ky = E[(x — m)(x — m)T] |
(X1 mxl) (xl mxl)(xz mxz)] (xl mx1)(xn mxn)]
= E[(Xz o mxz)(xl mx1) (xz mxz) (Xz mxz)(xn mxn)]
_l_”?[(xn —my, )t —my, )] E (xn _mxn)(xz My,)l E[(xn _mxn)z]
0'3%1 kx1x2 kxlxn
— kxle 0-3%2 kxzxn
Kxnxy Kxnx, - 0%,

em que a diagonal principal € formada pelas varidncias dos elementos de x e os
demais correspondem as covaridancias entre pares de elementos de x.



Exemplo 10

Considere 2 v.a.s x e y com médias iguais a zero, varidncias iguais a 6° e
correlagdo descrita por

Txy =] pX*p (X)dX

em que p é um coeficiente de correlagdo.

Seja u = [x y]"um vetor aleatério formado pelas 2 v.a.s, calcule o vetor
média e a matriz covaridncia de u.



O vetor média e a matriz covaridncia de u = [x y]” sdo dados por
My 0 Kxy
e R e
my 0 Kyx Kyx

Como as médias sdo iguais a zero tem-se

Kxy = Kyx =Ty = j pX?p,(X)dX = pE[x?] = po?



Valor esperado e transformagoes
lineares

o Em aplicages é Gtil determinar o vetor média e a matriz covaridncia de
um vetor aleatério y definido por uma transformagdo linear dada por

y =Ax+ b,

em que a matriz A € R"*" contém coeficientes constantes, o vetor x € R" é
um vetor aleatério e o vetor b € R" é um vetor com coeficientes constantes.

o Nesse caso, o vetor média é dado por

m, = E[y] = E[Ax + b]
= AE[x]+b=Am, + b
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o No caso da matriz covaridncia, tem-se

Ky =E[(y —my)(y —m,)"]
=FE[(Ax+b—Am, —b)(Ax+ b — Am, — b)T]
= E[(Ax — Am, )(Ax — Am,)T]
= E[A(x —m, )(x —m,)TA"]
= AK AT



Descorrelacionamento de variaveis
aleatorias

o Propriedade :

Dado um vetor aleatdrio x com matriz covariancia K, € possivel fazer com
que suas componentes fiqguem descorrelacionadas duas a duas, através de
uma transformacdo linear.

o Considere a transformacdo linear
y = Px

em que P € R"*™ é a matriz cujas colunas sdo os autovetores {e;, e,, ..., e,}
da matriz K, normalizados.

o Os autovetores {ey,e,, ..., e,} satisfazem as equagdes

_ T, _ . _
Kxel- = Aiei € e; e = 1, L = 1,2, e, N
em que {1;} sdo os autovalores de K,



RIO

o Como a matriz covariancia K, € uma matriz simétrica, sabe-se de
dlgebra linear, que seus autovetores sdo ortogonais, ou seja,

eje; =0, ,j=12,..n  i#]

o Por outro lado, a matriz covaridncia do vetor y é dada por

Ky = E[(y —m,)(y —m,)"| = PK,P"

o Em seguida, verifica-se que

A, 0
0 A

K, = PK,P" = PP"A,PP" = A, =", 7
10

i T — T i —
o que considerando e; e; = 0 e PK,P" permite escrever ky,,, = {

mostra que as componentes de y sdo descorrelacionadas duas a duas.

0

0

An

0

A,
0

=]
i#jC



Exemplo 10

Considere um vetor aleatério x com matriz covariancia K,, = [i ;

a) Calcule os autovalores e autovetores de K,

b) Calcule a matriz P da fransformagdo linear y=Px que pode
descorrelacionar as varidveis aleatdérias duas a duas e a matriz
covaridncia K,



Solugdo:
a) Os autovalores de K, devem satisfazer

det(Al — K,) = 0,
Que neste caso se reduz a

A2—414+3=0 > Raizes:1;,=3el, =1
Tem-se entdo os autovetores e, and e, de K, que satisfazem
K.e, = A1e;

K.e, = 1,e,
Obtém-se entdo os autovetores normalizados

61: 1 e 32:

S
Nl &l L
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b) A matriz P da transformagdo linear que transforma o vetor aleatério x
em y com componentes descorrelacionados é descrita por

P =[e; e;] =

IR
Nl"‘ﬁlix

Verificando-se o efeito de P, obtém-se

K, = PK,P" =

[\JlHNlH
- 5,
N Nl

;|

Nl &l

3
0

misils



"
P
) _0_0"-_
Sy BEF @
2 &
O oy
. @ ; r‘“‘.l‘
5
= 5)

L D. Valor esperado condicional
P

UC

RIO

o O conceito de valor esperado pode ser estendido para situagdes em que
a v.a. y é condicionada a um evento M.

o Neste caso, a fdp a ser usada deve ser a fdp condicional p, (Y).

o Desta forma, o valor esperado de y condicionado ao evento M € dado
por

FlyM) = [ ¥ pyu(nay



o O Teorema Fundamental do Valor Esperado origina expressoes para o
valor esperado condicional de fungoes do tipo y = g(x) de v.a.s

o No caso de uma fun¢do de v.a. real y = g(x) , tem-se
FlaGM] = [ 900 pau(0dx

o No caso de uma fungdo y = g(x) de um vetor aleatoério, obtém-se

Elg(x)M] = jo; [ o; j_ig(X) P (X)dX



Observacoes

o O valor esperado condicional E[g(x)|M] permite a definigdo dos conceitos
o média condicional myy,
o varidncia condicional g7, e
o valor médio quadrdtico A, = E[x*|M].

o Além disso, E[g(x)|M] origina os conceitos de de correlagdo condicional
Txyim € covaridncia condicional k.



Exemplo 11

Considere um sinal obtido em um circuito eletrénico com a seguinte
caracteristica (ver exemplo 17 do cap. IT):

AVAUNAWAN

Y/ \J\/ \_/\/tz

t

Os valores nos instantes de tempo t; e t, podem ser caracterizados por 2

v.a.s x e y conjuntamente Gaussianas, que resulta em
1 _ X2-2pXY+Y?
Pxy(X,Y) = e 20°(1=p%)

2ro?\/1 — p?

Neste caso, a média e a variancia da v.a. y sdo m,, = 0 e gy = o°. Determine:

a) A média condicional my|M com relagdo ao evento M = {x = X}.
b) A variancia condicional o |M com relacdo ao evento M = {x = X}.



Solugdo:
Neste caso, tem-se

My M =j Ypy|x:X(Y)dY

T = |00 =My pyuex (VY

_ (Y—pX)?
e 20°(1-p%) obtém-se

) . Dxy(X,Y) . 1
Calculando-se pyx=x(Y) = ——-5= = Vomodiop?

(Y—pX)?

L 202G-pDdY = pX

G) Mmypm = f_oo Ypy|x=X(Y)dY - f_oo Y\/EO'\/T,DZ

b) 62 = J_ (Y = Myn)?Py=x(Y)AY = a2y

00 1 __(Y=pX)*
= f (Y — my|M)2\/2 Ny e 20°(1-p?)dYy = g?(1 — p?)
—00 mTo —
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Observacoes

o O valor esperado condicional permite a determinagdo de valores
esperados que envolvem cdlculos complexos de forma simples.

o No caso de uma fungdo de 2 varidveis, é possivel mostrar que E[g(x,y)]
pode ser obtido por

Elg(x, )] = E[f(x)],

em que f(x) € uma fungdo definida por
fX) =E[gX,y)|x = X]

o Para demonstrar E[g(x,y)] e f(X) considera-se

(0] oo

Elg(x,y)] =j Px(X) U g(X;Y)py|x=X(Y)dY] dX=J px (X)f (X)dX

-

£(X)



Exemplo 12

Considere o Exemplo 11 com g(x,y) = xy
Soluc¢do:
Usando f(X) = E[g(X,y)|x = X] tem-se
f(X) = E[Xylx = X] = XE[y|x = X] = XpX = pX?

Considerando-se m,=x, obtém-se
fX) = pXx?

Isto signhifica que f(x) = px* e obtém-se

Txy = Elf(x)] = pE[Xz] = paz



E. Desigualdades

o Em situagdes em que o cdlculo de probabilidades é dificil ou muito
trabalhoso, uma solugdo de compromisso consiste em obter limitantes
superiores ou inferiores para as probabilidades, ou seja, desigualdades.

o As desigualdades aqui apresentadas decorrem da desigualdade
fundamental descrita por

P(xel) < E[f;X)] )

em que se requer que f(x) >0 para tfodo x e f(x) = a em que a > 0 para
todox€l, ] c R.
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o Para mostrar a desigualdade fundamental escreve-se

E[f(0)] = j FOOPL(X)dX = j FCOPL(X)dX + j FCOPL(X)dX
—0 I 1
o Como por hipétese f(x) = 0, tem-se
E[f(0)] = j F 0P (X)dX
1
o Ecomo f(x) =a>0paraxe€l, obtém-se
E[f(x)] = ajpx(X)dX =aP(x €l)
I

E[f(x)]

P(xel) <
(xeDn<——




Exemplo 13

RIO

Considere uma v.a. x com média nula e varidncia o*. Com estes dados,
deseja-se avaliar o valor de P(x > b), em que b é uma constante positiva.

Soluc¢do:
Neste caso, define-se (de forma arbitraria)

N
f(x):<x+%> b >0

e toma-se I = {x: x > b}. Deste modo, a partirde P(x € ) < E[f;x)], tem-se
2
0.2
E <x + 7)
P(xel) <
(xeD<——
. b?%+a? 2
em que para satisfazer f(x) = a > 0 em I escolhe-se a = ( . ) e tem-se

2
P(x =2 b) <

a? + b2



Desigualdade de Tchebyshev

o A partir da desigualdade fundamental, é possivel estabelecer algumas
desigualdades notdveis.

o Considere uma fungdo par qualquer f(x), ndo negativa e crescente com x > 0,
conforme ilustrado abaixo.

o Para este caso particular, tem-se a desigualdade de Tchebyshev generalizada:

E[f(x)]
f(e)

P(xel) <
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Desigualdade de Markov

R

’
)

o Formas particulares da fungdo par f(x) conduzem a outras
desigualdades.

o Por exemplo, quando f(x) = |x|", obtém-se a desigualdade de Markov:

E[FGO]  Ixl”

P(xel) < o e

o Finalmente, tomando-se r =2 na desigualdade de Markov tem-se a
desigualdade de Tchebyshev em sua forma usual:

2
X

P(xEI)S%
€



Lei dos grande nimeros

o Considere uma sequéncia de v.a.s independentes e identicamente
distribuidas de média m e varidncia o dada por {x, x5, ..., X, }.

o A sequéncia de v.a.s {x,} converge estocasticamente para um valor a se
para um € > 0 tem-se

limP(|x, —a| <e) =1
n—>00

ou de forma equivalente

lim P(|x,, —al =€) =0, Ve>0
n—>00

o A lei (fraca) dos grandes nidmeros mostra que para um ndmero
suficientemente grande n, x,, converge para a com alta probabilidade.



o Propde-se mostrar que a média empirica dada por
1 n
RO
n n i=1 l
converge estocasticamente para o valor m, ou seja,

limP(|M,, —m| =€) =0, Ve>0
n—>00

o Para isto, observando-se que
1 n
= — E =
n zl‘=1 J?ﬁla]
m

Ty = ElM =l = > 03]

| \



om os resultados anteriores, obtém-se a desigualdade de Tchebyshev

2
E[|Mp-m|?] _ Oy,
€2 T g2

P(IM, —m| =€) <

o Calculando-se o limite quando n — o tem-se

lim P(|M,, —m| =€) < lim E[|M,, — m|?]/€e?
n—>00 n—>00

o A lei (forte) dos grandes ndmeros difere ligeiramente e € dada por

P (limM, =m) =1,

n—>00

0 que indica que a sequéncia M,, converge com probabilidade 1 para m.



Exemplo 14

Para estimar a probabilidade de um evento A, P(A), calcula-se a frequéncia
relativa do evento A que consiste em uma sequéncia de v.a.s de Bernoulii.

Qual deve ser o nimero de experimentos n para que se tenha uma
probabilidade igual a 0,95 de que a frequéncia relativa esteja dentro de
uma tolerdncia e = 0,01 da probabilidade P(4)?



A probabilidade associada @ média m de uma sequéncia de v.a.s de Bernoulli
é p = 1/2 enquanto que a variancia é dada por o% = p(1 —p) = 1/4.

A probabilidade do evento A, P(A), pode ser estimada por

PUfA) —m 2 )<L =
7 T ne?  4ne?
ou
P(If(A)—m|<e)>1—a—2:1— !
- ne’ 4ne?

Para uma precisdo de € = 0,01 tem-se
2
o)
1-P(f(A) —m|<e) =—
(IfF () —ml| < &) = —

1

1—-0.95=— =0.05-> n=>50000 experimentos
4ne




F. Funcoes caracteristicas

o Nesta seg¢do, estuda-se o conceito de fungdes caracteristicas que sdo
uma ferramenta importante para cdlculos com v.ass.

o Em particular, as fungdes caracteristicas sdo Uteis na solugdo de
problemas com multiplas v.a.s.

o A fungdo caracteristica de uma v.a. real x é definida por

M, (v) = E[ej”x]
= [ e/ ¥p,(X)aX,

em que M,(v) é uma fungdo da varidvel real v e tfoma valores no conjunto
dos ndmeros complexos.



Cadlculo de funcgoes caracteristicas
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1) Fungdo caracteristica de uma v.a. uniforme

1
< X<
() =1p—a =¥=P
0 caso contrario

M, (v) = E[ef"x]

= JvX __e"X |b
f € -a dX = jv(b—a) |a

1 . .
— P (e]vb _ e]va)
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2) Fungdo caracteristica de uma v.a. exponencial

P (X) = ae”**u(X), a>0

M, (v) = E[e/]

= [P elvXqe=aXqx =" g~(a-jv)X ro
0 jv—a 0

a

a—jv



3) Fungdo caracteristica de uma v.a. de Poisson

- ake @
P = ) =k, k=012,
k=0 '

M,(v) = E[e/7*]

— (% jvX v oo ake @
=J, e/" Ei=o T O0(X —k)aX
© k,—a

- @ > Juk
= Z te f e/VX§(X — k)dX = e~ ¢ Z (ae™)
kL), VT

k=0 . _
elVk

k
Como Z,‘i‘;o% = e" tem-se

— jv —a(1—el?
Mx(v) — g~ Apae’” — p-a(l-e’”)
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4) Funcdo caracteristica de uma v.a. Gaussiana

(X-m)?
1 — meR, o>0
X = e 202 "’ ’
px(X) = =

M, (v) = E[ej”x]

(X—-m)?

0 : 1
e/VX —— e 202 dX
f—OO \V2To

o2p2 © 1 (x- (m+02jv))2
=e 2 e“’mJ e 202 dX
— 00

27O
0'2172
=e_ 2 e]vm




Fungoes caracteristicas e a
transformada de Fourier
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o Para evitar manipulagdes algébricas trabalhosas com a fungdo caracteristica
pode-se usar a transformada de Fourier para auxiliar os cdlculos.

o Salvo uma mudanca de varidveis, M, (v) coincide com a transformada de
Fourier de p,(X) descrita por

S{px(X)} = prx(X)e_zandX;

o Logo, chega-se a relagdo

v

Mx(v) — S{px(X)} f —
2T




o De forma andloga, conhecida M, (v), € possivel obter a sua fdp p,(X)
usando-se a transformada inversa de Fourier dada por

p(X) =[O S{p(X)}e2Xdf

= 37! {Mx(v)

v = —an}

1 (o _
= — o Mx(v)e /" dv,

em que I~ '{} caracteriza a transformada inversa de Fourier.



Pares de funcoes e transformadas

Funcao Transformada
e_abu(t) a+j127tf
te~Pu(t) 1

(a + j2mf)?
t] —2
(j2mf)*
6(t) 1
u(® Loy
> 5(f) + 2nf

cos(2nf. + 6)

1 . .
S1e/°8(f = f) +e°8(f — f)]

sinc (2wt)

1
——rety,,(f)

rety(t)

Tsinc (fT)




Propriedades da transformada de

PLIC Fourier
Operacao Funcao Transformada
1. Linearidade ag(t) + bh(t) aG(f) + bH(f)
2. Translagdo no tempo g(t—to) G(f)e /2™ to
3. Escala g(at) 1 ed
al G(E)
4. Conjugado g (t) G (—f)
5. Translacdo na frequéncia g(t)el2™ot G(f — fo)
~ 1 ) .
6. Modulacao g(t)cos(2rf,. + 0) : [BJQG(f — )+ eJQG(f )]
7. Convolucdo g(t) * h(t) G(fH(f)
8. Multiplicacdo g(®)h(t) G(f) = H(f)




Propriedades

1) M,(0) =1 (resulta da defini¢cdo)
2) IMy(w)| =1
Demonstragdo:

A 3% propriedade do valor esperado (|[E[x]| < E[|x|]) permite escrever

|E[ejvx]| < E[lejvxl]
Usando o fato de que |e/V*| = 1, tem-se

M, (v)| <1
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3) Se y = ax + b entdo M, (v) = e/’ M, (av)

Demonstracgdo:

M, (v) = E[e/"Y]
— E[ejv(ax+b)]

— pJVb E[ejvax] — ejvbe(av)



entdo

Demonstracgdo:

Como as v.a.s {x;
se E[Y  a;x] =

X, } sdo v.a.s estatisticamente independentes e

X2

n
y:zxi

i=1

My@) = | [ M)
i=1

n
My (v) = B[] = E[| [ e/
i=1
x,} sdo estatisticamente independentes usando-

ria; Elx ]‘rem -se

M, (v) = HE[eJ”x] = ﬂMxl(v)



5) E[x¥] = (=)* M, (v) | = 0

Demonstragdo: Derivando-se M, (v) k vezes com relagdo a v, obtém-se

k

d
M) = [k 0ax

Fazendo-se v = 0, chega-se a

dk
M) |y = 0 = j (X0 P (X)dX

dvk
E[(x)*] = j¥E[x"]
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Exemplo 15

Sejam x e y 2 v.a.s estatisticamente independentes, ambas com fdp
uniforme no intervalo (—1,1].

Determine a fungdo caracteristicaeafdpdava.z=x+y
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Solugdo:
Observando-se que a partir da propriedade 4 tem-se

z=x+y e M,(v) =M, (v)M,(v)

As expressoes de M, (v) e M, (v) sdo obtidas por

1
M,(v) = My(v) = S{—Zretz(X)} {f E —% = sinc (Z)

T
M,(v) = (sinc (g) )2
A fdp de z = x + y é dada por
p,(Z) =371 {(sinc (E) )2} = %tri4(Z)

Logo, fem-se
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Exemplo 16

Considere x e y 2 v.a.s estatisticamente independentes, ambas com fdp de
Poisson de pardmetro a.

Determine a fungdo caracteristicaeafdpdava.z=x+y



Observando-se que a partir da propriedade 4 tem-se
z=x+y e M,(v) =M, (v)M,(v)
As expressoes de M, (v) e M, (v) sdo obtidas por

Mx(v) = My(v) — e—a(l—ejv)
Logo, tem-se

—a(1l- jv 2 —2all— jv
MZ(U)=Mx(v)My(v)=(e a(l-e )) — p—2a(1-e’?)

A fdp de z = x + y é dada por

0 2 i,—-2a
pz(Z) =z( a)i!e (X —1)
=0
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Exemplo 17

Considere uma v.a. x com fdp exponencial.

Determine E[x], E[x?] e E[x3]
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Solugdo:

A fungdo caracteristica da v.a. x exponencial € dada por

Mx(v) — a—jv
Calculando-se as derivadas, obtém-se
d d a ja

_M — —

d (V) dva—jv (a—jv)?
d? Mo (5) = d> a -2a
dpz Y dvia—jv (a—jv)3
ds a3 a —6ja
— M, (v) = =
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Usando-se E[x*] = (—))¥ dka (v) lv _ o para k = 1,2,3, obtém-se

1
Elx] = (-))% =~

—2 2
Flx?) = (2 = 2
(= 6]) 6

E[x°] = (=)°

a3



Teorema do limite central

o O teorema do limite central € um resultado fundamental que mostra que a
soma de um ndmero muito grande de v.a.s tende a uma v.a. Gaussiana.

o Sejay, uma v.a. definida por

n

Yn :zxi;

i=1
em que {xq, Xy, ..., X, } sdo v.a.s es’ra’rls’rlcamen‘re mdependen‘res identicamente
distribuidas, todas com média m e varidncia o>

o Entdo av.a. z, que caracteriza a soma normalizada descrita por

—m
Zn — yn Yn
O-Yn
é tal que
@) =7
lim Z) = e 2
n—oo pz 1/27-[



Demonstragdo:

Usando E[Y1-, a;x;] = X7, a; E[x;] para y, = X7, x;, obtém-se

— 2 — 2
myn—n.m e o yn—n.a

Logo, a soma normalizada pode ser escrita como

Yn — myn

n
L _yn—n.m_lzw
n = = = i
ay.. Jno \/ni:1

Xi

emaque w; = .

Note que m,,, =0, i =1,2,..,n ecd?, =1, i=12,..,n



Como as v.a.s {xq, x,, ..., X, } sdo estatisticamente independentes, as v.a.s
{wy, Wy, ..., w,} também o sdo. Tem-se entdo

M, (v) =E [ejv\/iﬁ ?=1Wi] = ﬁE[ejv\/%wi] = (E [ejv\/%wi])n
i=1

Por outro lado, a expansdo em série

Permite escrever



Considerando-se m,,, = 0 e g%, = 1, tem-se

[/ =12 _fa

2n n
em que R,, caracteriza o resto da série a partir do termo de 3% ordem e satisfaz

’

lim R, =0

n—>00

A partir de M, (v) pode-se escrever

jviwi v2 Rn
InM, (v) =nlnE[e” V@ ] =nlIn 1—%—7
Considerando-se a série dada por
In (1 — Z —x
n(l—-x)= ),k
Pode-se reescrever In M, (v) como
2 3
AN
2 2n ' n 2n  n
InM, (v) = —7—Rn— o — 32 + -
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Logo, obtém-se

2
limInM, (v) = ——
n—oco n 2
ou
'172
lim M, (v) =e 2

Finalmente, obtém-se

n—oo —00

1 (® .
lim p, (Z) = 711m %J Mzn(v)e_”’XdX

1 ,. o0 .
= —lim J_ M, (v)e/vXdX

n—oo
1 -z
= —¢ 2
V2m



Funcdo caracteristica de um
vetor aleatorio

o A fungdo caracteristica de um vetor aleatdrio x de dimensdo n é
definida por

M, (v) = E [e/V'*]

= [" 7 e *p(X)dX

o Observe que M,(v) é uma fungdo das n varidveis {vi,v,,..,v,} que
caracterizam o vetor v e toma valores no conjunto dos n. complexos.

o No caso de vetores aleatdrios, a fdp conjunta do vetor x pode ser
obtida a partir de sua fungdo caracteristica.



Propriedades
PUG

1) M,0) =1

2) M) <1

3) Sey=Ax+b

entdo My, (v) = e/”' P M, (AT v)
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o Demonstracdo:

My(v) — F lejval - F lejvT(Ax+b)] — ejvaE lejvTAxl

Como vTA = (ATv) tem-se

M, (v) = /"' M, (ATv)
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4) Se as componentes {x;,x,, ..., x,} do vetor aleatério x sdo
estatisticamente independentes entdo

M) = | [ M0
i=1
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Demonstragdo:

Mx('D) =F [ejvTx] — Ele] Z?=1 vixi]
= E|[1}-, e/"i| = [T}, E|e/Vi%i]
- H?=1 Mxi(vi)



0 ki+ko+-+kn

xflxécz mxﬁn] — (_j)k1+k2+-..+kn Mx(v) lv — O

k1 4. k2 kn
avl 6v2 ...avn



Exemplo 18

Seja x um vetor aleatério com fungdo caracteristica dada por
M, (v) = o~ (2vi+2v3+v1v7)
em que V= [vl Uz]T

Deseja-se determinar o vetor médio m, e a matriz covariancia K, do vetor
aleatorio x.



k B N 4K btk 0 k1+ko++kn
Usando-se a prop. E [xl Xy xn"] = (=) e M (V) lv =0
vk

tem-se

E[x.] = (=) 1M Dy = 0 =(=) (—4v; — V)M, W)|p = =0

6
Elxal = (=)) 5~ ” —— M, (W)|y = 0 =(=)) (—4v2 = v )M, (W)| = ¢ = 0

Logo, tem-se

me =[] =5t = [0



A nﬁesma prop. D permite escrever
ke, = Elrixs] = Eleox] = ()? 572 M@y = 0 =
= (—D[(4v; + v3)(4v, —vq) — 1]Mx(v)lv —o0=1

Além disso, tem-se

0 2
Elxt] = (=)* 3,7 M) |y = 0
= (—1)[(47721 +1v,)% — 4]Mx(v)lv —0=4%
0
ELx3] = (=)* 37 M) [y = 0

= (=D[(4v, + v1)* — 4]Mx(v)lv —o0=4%

Como m, = 0 tem-se E[x{] = 0,2 = 4,E[x3] = 0,2 =4 e

O-xi kxlle 4 1

21 11 4

K. =
* [kxlxz Ox,



