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ITI. Fungoes de variaveis aleatorias

o Neste capitulo, examina-se a caracterizagdo probabilistica de fungoes
de v.as.

o Essas fungdes sdo também v.a.s e t€m associadas uma FDP e uma fdp.

o Sdo analisados os seqguintes casos:

o Fungoes constantes
o Fungdes biunivocas e diferencidveis

o Fungdes genéricas



A. Funcdo de v.a. real

Uma v.a. x € uma fungdo de conjunto que atribui um valor real x(w) a cada
ponto-amostra w do espago de amostras (1 de acordo com o mapeamento
x: Q0 — R
w — x(w)
Considere uma fungdo real g, definida sobre o conjunto dos ndmeros reais,
R, de acordo com
g-R— R
w — x(w)

O objetivo € analisar a fungdo real compostay = g(x) com dominio em (Q,

associado ao mapa
y:Q— R

w — g(x(w))
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Isto significa que para tfodo w € Q tem-se um valor real y(w) = g(x(w)),
conforme ilustrado por

y(w) = g(x(w))
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Sea funcdo de conjuntoy obedecer as condlgoes de uma v.a. ela tfambém
serd uma v.a. Na prdtica, as fungdes g(.) sdo tais que y é sempre uma v.a.

Neste caso, € de interesse determinar a fdp py(Y) associada a v.a. y, em
termos de g e p,(X). A determinagdo desta fdp € simples e considera

co

p,(¥) = j Py (X, V)dX = j Dy e (Vpa (X)dX

Dado o valor da v.a. x, por exemplo x = X, av.a. y = g(X) é uma v.a. discreta
que assume um Gnico valor igual a g(X).

Isto permite escrever

py|x=X(Y) =46(g(X) —Y),
que € vdlida para todo X € Re todo Y € R



Para valores de Y tais que Y # g(X) tem-se que esta fdp condicional € nula.

Desta forma, substituindo-se py,=x(Y) em p,(Y) obtém-se
P = [ 8900 —yp,000ax

A equagdo acima que fornece a fdp da v.a. y em fungdo de g e p,(X) € geral
e pode ser usada em qualquer situagdo envolvendo fungoes de v.a.s reais.
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I. Funcoes constantes
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Neste caso, considera-se que a fungdo g(x) assume um Unico valor G para
qualquer valor de x em seu contradominio, ou seja,

y=gx)=0G

Consequentemente, a fdp condicional py,=x(Y) € dada por
py|x:X(Y) =6(G—-Y)

Logo, p,(Y) se reduz a

(0]

p,(¥) = ] Dy eex (Ve (X)dX

= jooé(G —Y) p,(X)dX =6(G — Y)foopx(X)dX =6(G—-Y)



ii. Funcoes biunivocas e
diferenciaveis
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Neste caso, considera-se que g(x) € biunivoca e diferencidvel. A integral

py(Y) = [, 8(g(0) = V)p (X)dX
pode ser determinada fazendo-se a mudancga de varidveis

Z=g(x)

Note que como g(x) € biunivoca e diferencidvel, tem-se
X=g"2) = h(2)

Com g~1(.) representando a fungdo inversa de g(.) e
dX = |h'(2)|dZ

dh(z)
dzZ

em que h'(z) =



Com a mudanga de varidvel dX = |h'(z)|dZ, a integral se escreve

p,(¥) = jc 5(g(X) = Vp COIN (2)]dZ

em que C, € o contradominio de g(.).

Considerando-se a propriedade de fungdes impulso descrita por

[6(z - V)f(2)dz = {f (OY> e Ei z}

na expressdo para p,(Y), obtém-se

(R)IV )|, YEeC
py(y):{p(()o),l () chj
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Observando-se que h'(Y) = obtém-se

1
g'(h(Y))

Dy (X)
py(Y) =<1g'(h(1))]

‘X hY) = gi(¥), Y EC

0, Y ¢ C,

O resultado acima pode ser escrito de uma forma mais compacta usando-se
a funcdo indicadora de momento.

o Defini¢do 1: funcdo indicadora de momento

Seja A ¢ I um subconjunto de elementos a, em que a € M. A fungdo
indicadora 14 (@) do conjunto A é

1, a€A



Considerando-se a definigdo de fungdo indicadora de um conjunto, pode-se
escrever

Dx(X)
lg'(h(1))]

py(¥) = ‘X = h(Y) = g~1(¥) 1, (")

em que 1. (Y) representa a fungdo indicadora de C;.



Exemplo 1

Considere uma v.a. Gaussiana x com pardmetros m =0 e o = 1. Seja y uma
v.a. definida através da fungdo descrita por

y =g(x) = 2x, x € R
Calcule a fdp de y.
Soluc¢do:

Como a fungdo g(x) € biunivoca e diferencidvel, a fdp de y pode ser
determinada a partir da expressdo

Dx(X)
lg'(h(1))]

py(Y) = ‘X — h(Y) = g~1(¥) 1c, (V)



Para calcular a fdp de y precisamos determinar o contradominio de g(x), que é
dado por

C, =R

Além disso, precisamos da fungdo inversa g~'(y) e da derivada de g(x)em
relagdo a X dadas por
Y

Y=gX)=2X =g (N=X=1,

g'(X)=2
Logo, tem-se
1 X2
—e 2 2
V2T Y 1 Y-
Y) = e 8, YE R
) = X =5 = 0



Exemplo 2

A
y

em que x representa a tensdo e y representa a corrente.
Analiticamente, a relagdo tensdo-corrente é dada por

= g(x) = e*—1, X<0
Y=g = X, X=>0

Supondo-se que a tensdo nos terminais do diodo seja caracteriza por uma
v.a. Gaussiana de média zero e varidncia unitdria, calcule a fdp de y.



A funcdo g(x) € biunivoca e diferenciavel, tendo como contradominio o intervalo
Cy = (—1,0). A fungdo inversa g~*(y) é dada por

7-1(y) = {ln(y+ 1), -1<y<0

Y, 0<y
Usando-se
Y) = ‘ — -1 1~ (Y
py(Y) = (h(Y))I X = h(Y) = g~1(v) 1, ()
tem-se
XZ
e
T
py(Y) =4 ox |X=1n(Y+1); —-1<Y<0
1 _X_Zl .
—€ 2|y _vy, 0<Y
. V2rm X=Y
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E finalmente, obtém-se

( 0, Yy <-1
1 _In(Y+1)>2
e 2 , —-1<Y<O0
py(Y) ={V2r(Y + 1)
N

—e 2 0<Y

\ \V2m

py(Y)
A




iii. FungOes genéricas

o Nesta segdo, é examinado o caso de fungdes genéricas, seccionalmente
continuas e diferencidveis, como a ilustrada abaixo.

Ag(x) g4(x)
x Ly N
9100 9:(0) 193” SN a®
T bGa n (%)
S I . "
Cgr Sl ey 092 Z‘* ......
:
| | | | —
I I, I I, I; I, X

o O dominio de g(x) € particionado em intervalos I, I, ..., I,,, tais que em
cada intervalo, g(x) seja constante ou biunivoca e diferencidvel.

o Assim, a fungdo g(x) é decomposta em n fungdes g;(x), g,(x), ..., gn(x),
definidas nos intervalos I, I,, ..., I, e com contradominios Cg,Cgo, ..., Cgn



o Afdpdav.a. y=g(x)édado por x(w) - g(x(w)) que, considerando-se a
partigdo Iy, I, ..., I, do dominio de g(x) se escreve

py(Y) = chS(g(X) ¥ po(X)dX

- i jl 50100 =) PO

Ai(Y)

o O termos do somatdrio que correspondem a fungdes g;(x) constantes (e
iguais a G;) dadas por p,(Y) = §(Y — G) = (G —Y), o que resulta em

Ai(Y) =6(Y = Gy) | pr(X)dX
I
— 5(Y — GL)P(.X (S Il)
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o Por outro lado, os A;(Y) que correspondem a fungdes g;(x) biunivocas e
diferencidveis sdo dadas por

Dy (X)
lgi'(h(V))]

A;(Y) = X = g1 1, )

o Finalmente, levando-se em conta todos os termos obtém-se

zMH—ZAW)

be X :
Z 5(Y — G)P(x € I) +ZLEF|gp(}E(;))| ‘X = g () 1¢, ()

em que o C € o conjunto de indices tais que g;(x) é constanteem [, eFéo
conjunto dos indices tais que g;(x) € biunivoca e diferencidvel em I



Exemplo 3

Considere um limitador de tensdo cuja caracteristica € apresentada na
figura abaixo em que x representa a tensdo ha entrada e y a tensdo na saida.

i

Sendo a tensdo de entrada x uma v.a. com fdp p,(X), deseja-se determinar a
fdp da v.a. y na saida, ou seja, p, (Y).

Calcule p,,(Y) para quando x € uma v.a. com fdp genérica p,(X), e para quando
x € uma v.a. Gaussiana de média zero e variancia unitaria.
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Solugdo:
Neste caso, uma parti¢cdo de R conveniente seria

Iy = (=o0,=V), I, =[-V,V], el3 = (V,»)

As fungdoes g,(x) e g;(x) associadas aos intervalos I, e I,
respectivamente, sdo constantes e iguais a —V e V, respectivamente.

A fungdo g,(x) associada ao intervalo I, é biunivoca e diferenciavel. O
contradominio de g,(x) é C;, = [-V,V], a fungdo inversa g,”'(y) =Y e a
derivada g,'(x) = 1.

Logo, tem-se

py(Y)=6(Y +V)P(x € ;) + px(Y)lcg2 Y)+6(Y =V)P(x €l3)
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No caso em que x € uma v.a. Gaussiana, tem-se

1 _r?
py(Y) =6 +V)P(x €1) +\/T_ne_ 2 1Cg2(Y) + 6 —V)P(x € I3)
YZ

1 ¥
=5(Y +V)Q(V) + = 1y (Y) + 8(Y = V)IQV)
A fdp acima é ilustrada por
py(Y)
V) ? Q)

+/\T
>

||
-V 0 |4

~<
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Exemplo 4

Encontre a fdp p,(Y) dav.a. y = ax*, em que a > 0 e x € uma v.a. dupla
exponencial de pardmetro b, ou seja,

b
px(X) = Ee_blxl



Neste caso, uma parti¢cdo de R conveniente seria
[y = (=%,0), I = [0, )

As fungdoes g,(x) e g,(x) associadas aos intervalos I, e I, ,
respectivamente, sdo dadas por

g1(x) = go(x) = ax?
em que os contradominios sdo C,;, = C;,= [0, ).

As fungdes g;(x)e g,(x)sdo biunivocas e diferencidveis em I; e I,. Logo,
suas derivadas sdo descritas por

g1'(x) = g’ (x) = 2ax
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As fungdes inversas g, *(y) e g, '(y) sdo dadas por

Y
917t (y) = —\/;
g2 (y) = +F

2 a

Usando-se

x X )
py(Y) = Ziecay —GYP(x € 1)) +Z Py (%) ‘ X = g1(¥) 1, (V)

ier |g;'(R())|
() ()
—2var|

Y) = ligooy(Y) + 11000
py() [0, )() |2\/W| [0,00)

b Y b Y
Eexp <—b a) iexp <—b a)

- 100y (V) + 110 o
war e O o)

obtém-se
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Note que como 1oy = u(Y) equivale ao degrau unitdrio, fem-se

o0

2vVaY

Py (Y) = u(Y)



B. Funcoes de vetores aleatorios

o Esta secdo examina fungdes de vetores aleatorios.

o Em particular, considera-se um vetor x composto por n v.a.s xy, x, ..., Xy,
e a fungdo de conjunto que atribui um vetor n-dimensional x(w) a cada
ponto-amostra w do espago de amostras (1, de acordo com

x: O — R

w — x(w)

o Considere uma fungdo vetorial m-dimensional g , definida sobre o R"
dada por

g: R* — R™M
x(w) — g(x(w))



o Note que a fungdo g(x) pode ser escrita como:
-gl(xlr X2, ""xn) |
g(x) = g2(x1, 95:2;---:xn)

| Gm (X1, X3, ) X))
o Deseja-se analisar a fungdo vetorial m-dimensional compostay = g(x)
com dominio em () associada ao mapa

y:Q— R
w — g(x(w))

o Note que se a fungdo de conjunto y obedecer as condi¢des de um vetor
aleatodrio, ela serd também um vetor aleatério.

o Na prdtica, tem-se sempre uma fungdo m-dimensional g tal que y é um
vetor aleatorio.



o Como o vetor aleatério y é fungdo do vetor aleatdrio x, escreve-se

v, [ g1(x1, X9, e, Xp) ]
y=|"2|=g(o =| 9200 Xz Xn)
Ym _gm(xlr xz;---;xn)_

o Neste caso, € de interesse determinar a fdp conjunta p,(Y), associadaa'y,
em termos de g(x) e p,(X).

o A determinagdo desta fdp é obtida por

py (V)= jz j_o:opxym V)dx = jz j_zpy|x=x<Y)px<X)dx

em que considera-se n integrais.
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Dado o vetor aleatdrio x, por exemplo x = X, o vetor aleatério y = g(x)
é um vetor aleatério discreto que assume um Unico valor igual a g(X).

Logo, pode-se escrever
py|x=X(Y) = S(Q(X) -Y)

Substituindo-se py,=x(¥) na expressdo para p,(Y), obtém-se

b, (¥)= j j D eex (V)P (X)dX

N f_o:o j_(:‘s(g(x) —Y) p(X)dX

A equagdo acima € geral e pode ser usada em qualquer situagdo
envolvendo fungoes m-dimensionais de n v.a.s reais.



i. Funcoes Constantes

o Neste caso, considera-se que a fungdo g(x) assume um Unico vetor de
valores G para qualquer x em seu contradominio, ou seja,

y=9gx) =G

o Consequentemente, a fdp conjunta p,(Y) € dada por

py(¥Y)=6(G—Y) J_O:o f_o:opx(X)dX

= 5(G-Y)



ii. Funcoes Biunivocas e
Diferenciaveis
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o No caso de fungées g(x) biunivocas, o que implica em m=n, e
diferencidveis em cada argumento, tem-se que a fdp conjunta p,(¥)
pode ser determinada fazendo-se a mudancga de varidveis

Z = g(X)

o Observe que, como g(x) é biunivoca e diferencidvel em cada argumento,
tem-se

lhl(zl,zz, ...,Zn)]
X=9g1'2)=h(Z) = :

hy, (21,25, ..., Zy)



o Com g~1(.) representando a fungdo inversa de g(x) obtida resolvendo-
se o sistema de equagoes y = g(x) para x e

dX = |Jn(2)|dZ
em que J,(Z) é o Jacobiano da transformagdo h(Z) definido por

oh, 0Oh, Oh,T
0z, 0z, =~ 0z,
dh, oh, h,
Jn(2) = det|3z, 3z, oz,
oh, Oh, oh,,
0z, 0z, 0z,
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o Com esta mudanga de varidvel, a fdp conjunta p,(Y) se escreve

p, (V)= j j | 8@ -V (v @) Jn()ldz

em que C, € o contradominio da fungdo g(x). Considerando-se a propriedade
de fungdes impulso, segundo a qual, para Z n-dimensional tem-se

j]...JDa(z— Y)f(2)dZ = {f(olt), z;g

o Desta forma, obtém-se

L(hY))| Jn(Y)|, YEC
py(y):{p ( 3, h( ) Yeci



o Observando-se ainda que J,(Y) =

ou ainda

por

Px(X)
py(Y)=1J4(X)|

px(X)

Py(Y)=le =g~ t(Y) 1, (),
em que 1¢ (Y) € a fungdo indicadora de C; e J,(X) € o Jacobiano de g(X) dado

J4(X) = det

0,

(09,

1
Jg(h(Y))

X =h)=g1(1). YEG

091

0X,
e

0X,
a9,

0X,

dgn

X,

dgn

19X,

e

a9,
X,
g,
X,

99n

X,

obtém-se finalmente

Y ¢ C,



iii. FungOes genéricas
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o Neste caso, o dominio de g(x) € particionado em regides Ry, R, ..., R, tais
que em cada uma delas, g(x) seja constante ou biunivoca e diferenciavel.

o Logo, a fungdo g(x) é decomposta em n fungdes g,(x), g,(x), ..., g, (%),
definidas nas regides Ry, R,, ..., R,, e com contradominios Cg4,Cgs, ..., Cgn.

o A fdp conjunta de y = g(x) , considerando-se a partigdo nas regioes
Ri,R;, ..., R, do dominio de g(x) é descrita por

py(Y) = j_ j_ 5(g(X)—-Y) p,(X)dX

- ZJ"IL-S(%(X) —Y) p,(X)dX

n
=1

A;(Y)
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o Os termos A;(Y) que correspondem as fungdes g;(X) constantes (e iguais a G;) sdo
descritos por

A =8 —-6) | .| p.(X)dx
) = 5( )j Li”()
= 6(Y - GL)P(X € RL)

o Os termos A;(Y) que correspondem as fungdes g;(X) biunivocas e diferencidveis sdo

dados por
Px(X)
A;(Y) = X =g,y 1, (Y),
l |]gl(X)| l gl ( ) gi
em que 1Cgi(Y) é a fungdo indicadora de C,, e J;,(X) € o Jacobiano de g;(X) dado por
091 0911 09i1]
ox, 0X, = 09X,
0gi2 09i d9i2
a.gin a.gin agin
10X, 0X, = 98X,




o Finalmente, levando-se em conta todos os termos obtém-se

py(¥) = iz Ai(Y)

x(X)
= Niec6(Y —G)P(x ER)) +ZieF_|]p (X_)| lX =g; 1Y) 1cgi(Y),
gi

em que o C € o conjunto de indices tais que g;(x) é constante em R;e Fé o
conjunto dos indices tais que g;(x) € biunivoca e diferencidvel em R;.
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Exemplo 5

Considere 2 v.a.s x e y que possuem uma fdp conjunta dada por
pxy (X, Y)

Determine a fdp conjunta de z = x + y e a fdp marginal de z.



Soluc¢do:

Considere z = x + y e w = x e 0S mapeamentos inversos a partir de
Z=X+Y >Y=Z-W

W=X > X=W

ndi X] [z
0 que Indica os mapeamentos [y] - [W]

YA/
L, _ ax av| _ 1 1f_
O Jacobiano € dado por J,, = det ow aw|= det[1 ol =1
9X  dy
pxy(X; Y)

Pow(Z,W) = — pxy(W:Z - W)

nyl X=W,Y=Z-W

pz(Z) = f_oooo pZW(ZI w)aw
= [ pyy (X, Z — W)dX



